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Раздел II. Булева алгебра

Тема 1. Съждения и съждителни формули. Основни логически операции
1. Предмет на булевата алгебра

Мисленето е в основата на всяка човешка дейност. То е свързано с проблеми от най-различно естество. При решаването им нашето мислене формира определен брой схеми на разсъждение. В процеса на разсъждение от някои изходни данни - предпоставки се правят заключения. Разсъжденията са правилни, когато от верни предпоставки са получени верни заключения.
Терминът логика има гръцки произход (от логос – дума, понятие, мисъл, разум) и се използва за означаване на общите закономерности на света и мисленето. Логиката изучава схемите (общите методи) на правилните разсъждения, без да се интересува от конкретното им съдържание. Тя представлява средство, чрез което може да се моделира мисленето или разсъждението и да се получават или проверяват получените резултати. 

През втората половина на ХIХ век в логиката са приложени математически методи и математически символичен език, в резултат на което е възникнала науката математическа логика. 
Математическата логика е наука за правилните математически разсъждения и изводи. Тя е логика по своя предмет и математика по своите методи. Започва своето развитие от трудовете на ирландския математик Джордж Бул (1815-1864) и в негова чест се нарича още булева алгебра. Състои се от два раздела: съждително смятане и предикатно смятане.
Съждителното смятане е дял от математическата логика, който изучава форми на мисленето, наречени съждения. Това са мисли, които имат важното свойство да са или верни, или неверни. Съждителното смятане не обосновава защо едно или друго съждение е вярно или не, нито пък се занимава с вътрешната им структура. С помощта на алгебрични методи, съждителното смятане изучава операциите и релациите (отношенията) със съждения.
2. Съждения
Нашите мисли се изразяват чрез изречения. Да разгледаме следните повествователни изречения:
1. Две плюс две е равно на четири. 
2. Аз обичам информатика, но нямам компютър.

3. Днес е слънчево.

4. „Ako загубя, губя само мене си"

5. Едно е по-голямо от две или две плюс две е равно на четири.

Изреченията 1 - 5 са такива, че за съдържанието на всяко от тях може да се постави въпрос вярно ли е изказваното твърдение и да се очакват два възможни отговора - ДА (то е истина) или НЕ (то е лъжа). Общото в тези изречения е, че те формулират твърдения, за които може да се проверява (отговаря) дали са верни или не.

Изречение на естествен език, съдържанието на което може да се оценява като вярно или невярно (истина или лъжа), се нарича съждение.

Съдържанието на едно въпросително изречение не може да се оценява като вярно или невярно. По същия начин стои въпросът и с други изречения, които носят емоционален характер - заповедни, подбудителни и пр. Следователно такива изречения не са съждения.

Примери за изречения, които не са съждения:
Разполагаме ли с интересни програми? Ех, да ми дадат Солунската митница!
Съществуват и повествователни изречения, за които не може да се оцени дали са верни или неверни. Пример: „Числото х е просто.” Нищо конкретно не е казано за числото х, поради което не може да се оцени верността. При конкретни стойности на променливата x, това изречение се превръща в съждение. Така при 
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 получаваме вярното съждение "Числото 5 е просто", а при 
[image: image2.wmf]x

=

10

 - невярното съждение "Числото 10 е просто". Такива изречения се наричат предикати.

Логика, в която дадено съждение е или вярно, или невярно, се нарича двоична (двузначна) логика.

3. Видове съждения
Едно съждение е просто, ако не може да се раздели на самостоятелни компоненти – съждения и сложно (съставно) – ако може да се раздели. 

Ако едно просто съждение може да има стойност "истина" в един момент и стойност "неистина" в друг момент, без това да зависи от верността на други съждения, това съждение се нарича булева (логическа, двоична) променлива. Булевите променливи се означават с латински букви; a, b, c, d, …. Обикновено, когато съждението е вярно се означава с 1, а когато е невярно – с 0.

Съжденията с променлива верностна стойност, която зависи само от верностната стойност на други съждения, се наричат сложни съждения, булеви функции или логически изрази. Изречения 2, 4 и 5 в разгледания пример са сложни съждения. 
Други примери за сложни съждения са:

· Числото 12 се дели на числата 3 и 4.

· Числото 12 се дели на числото 3 или на числото 5.

· Числото 12 или е четно, или е нечетно.

· Ако числото 12 се дели на числото 6, то 12 се дели и на числото 3.

· Числото 7 е по-голямо от числото 5 тогава и само тогава, когато разликата 
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 е по-голяма от нула.

· Триъгълникът АВС е или правоъгълен, или остроъгълен, или тъпоъгълен.

Както се вижда от примерите, сложните съждения са образувани от прости с помощта на съюзите и, или и словосъчетанията или - или, ако - то, тогава и само тогава, когато. Тези съюзи и словосъчетания и частицата не се наричат логически връзки (логически съюзи).
Всяко съчетание от конкретни стойности на всички променливи на дадена функция се нарича набор. Например съчетанието x1=1, x2=0, x3=1, x4=0 е един набор на променливите на функцията F(x1, x2, x3, x4).

Наборите могат да се разгледат като наредена последователност от двоични числа. В горния пример двоичното число е 1010.

Броят на различните набори на „n” променливи е 2n, а броят на различните функции от „n” променливи е 22n.

За дефиниране на булевите функции може да се състави таблица, представяща всички възможни комбинации (набори) на стойностите на променливите  и съответстващите им стойности на функциите. Тя се нарича верностна таблица.
4. Функции на една булева променлива

	X
	F0

противоречие
	F1

идентитет
	F2

отрицание
	F3

тавтология

	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1


В говоримият език често използваме частицата не, когато искаме да отречем нещо. Например ако искаме да отречем, че "Числото 12 се дели на 3", казваме "Числото 12 не се дели на 3" или "Не е вярно, че числото 12 се дели на 3". Частицата не поражда логическа операция, която се нарича отрицание.
Съждението "не x" наричаме отрицание (инверсия) на съждението x. Отрицанието се означава по няколко начина: F= ⌐x, 
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 Не е трудно да се забележи, че между логическите стойности на x и има връзка: когато x е вярно, 
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 е невярно, а когато x е невярно, то 
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 е вярно.
Функция, която приема стойност "невярно", независимо от верностните стойности на своите аргументи, се нарича противоречие, а ако стойността й винаги е "вярно", се нарича тавтология. При идентитета функцията повтаря стойността на променливата.
5. Функции на две булеви променливи

По подобен начин на функциите на една променлива може да се построи верностна таблица на функциите на две променливи. При това се получават 16 различни функции, от които най-важните и често използвани в практиката са:
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	q
	конюнкция (И)
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	импликация

(следствие)
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	еквиваленция
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	сума по модул 2
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	функция на Пирс
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	функция на Шефер

p | q

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0


5.1 Конюнкция

Да разгледаме съждението "Числото 12 се дели на числата 3 и 4". То е образувано от простите съждения р: "Числото 12 се дели на 3" и q: "Числото 12 се дели на 4" чрез съюза И и има вида р и q. Съюзът И поражда логическа операция, която наричаме конюнкция (от латинското conjunctio, което значи съюз, връзка).

Нека р и q са произволни съждения.Съждението "р и q" наричаме конюнкция на съжденията р и q и го означаваме с 
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 , p & q или p.q. Логическата операция, чрез която от р и q се получава 
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, също се нарича конюнкция.

В разгледания по-горе пример съждението 
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 е вярно, защото са верни съставящите го съждения р и q. Естествено е да приемем, че конюнкцията 
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 на произволни съждения р и q е вярно съждение само когато едновременно са верни р и q. Ако поне едно от съжденията р или q е невярно, то и 
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 смятаме за невярно.
Ако разгледаме p и q като двоични числа, то таблицата за тяхното умножение има същия вид, като верностната таблица на конюнкцията. Затова конюнкцията се нарича още логическо умножение и се означава със знака „точка” като алгебричното умножение.
5.2 Дизюнкция
Да разгледаме съждението "Числото 12 се дели на 3 или на 5". То е образувано от простите съждения р: "Числото 12 се дели на 3" и q: "Числото 12 се дели на 5" чрез съюза или и има вида р или q. Съюзът или поражда логическа операция, която наричаме дизюнкция (от латинското disjunctio, което значи различие, разединение).

Нека р и q са произволни съждения.Съждението "р или q" наричаме дизюнкция на съжденията р и q и го бележим с 
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. Логическата операция, чрез която от р и q се получава 
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, също се нарича дизюнкция.

В разгледания по-горе пример съждението 
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 е вярно, защото е вярно едното съждение. Естествено е да приемем, че дизюнкцията 
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 на произволни съждения р и q е вярно съждение само когато поне едно от съжденията р или q е вярно. Ако и двете съждения р и q са неверни, то и 
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 смятаме за невярно.

5.3 Други логически функции
Съждението "ако р, то q" наричаме импликация на съжденията р и q и го означаваме с 
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. Логическата операция, чрез която от р и q получаваме 
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, има същото наименование. Повечето теореми в математиката имат вид на импликации. Съждението p се нарича предпоставка, а q -  заключение. Импликацията има стойност „лъжа" само в случай, когато предпоставката е истина, а заключението - лъжа. С други думи „от грешна предпоставка можем да изведем всичко, a от истината - само истина".
Съждението "р тогава и само тогава, когато q" наричаме еквиваленция  на съжденията р и q и го означаваме с 
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. Логическата операция, чрез която от р и q се получава 
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, има същото име. За произволни съждения р и q приемаме, че съждението 
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 е вярно само когато и двете съждения р и q са едновременно верни или едновременно неверни.
Съждението "или р, или q" наричаме изключваща дизюнкция (изключващо или, алтернатива, XOR) на съжденията р и q и го бележим с 
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 или 
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. Логическата операция, чрез която от р и q получаваме 
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, има същото наименование.

За разлика от 
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 приемаме, че изключващата дизюнкция 
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 е вярно съждение само когато едното съждение е вярно, а другото - не. Когато и двете съждения са едновременно верни или едновременно неверни, смятаме 
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 за невярно съждение.

Ако разгледаме p и q като двоични числа, то таблицата за тяхното събиране има същия вид, като верностната таблица на изключващата дизюнкция (1+1=0 с пренос на 1 в старшия разред). Затова изключващата дизюнкция се нарича още сума по модул 2 и се означава със знака 
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Функцията на Пирс е отрицание на дизюнкцията. 

Функцията на Шефер е отрицание на конюнкцията.

5.4 Базис
Между някои функции няма връзки. Това поставя въпросите: "Има ли набори от функции, чрез които да се изразят всички останали и колко са те? Има ли минимален набор?"

Една или повече булеви функции се наричат базис, ако изпълняват следните 2 условия: 

1. Независими са помежду си.

2. Всички други функции могат да се изразят чрез тях.

Доказва се, че между двуаргументните функции има 5 базиса:

1. Отрицание и конюнкция

2. Отрицание и дизюнкция

3. Отрицание и импликация

4. Функцията на Пирс

5. Функцията на Шефер

Въпреки че не е минимален, най-широко разпространение е получил базисът, състоящ се от функциите конюнкция, дизюнкция  и отрицание. Той се нарича класически базис. Има предимствата, че води до по-малък общ брой устройства, реализиращи булевите функции и че е най-привичен за хората. Затова се използва в компютрите и езиците за програмиране.

Тема 2. Закони на съждителното смятане
В училищния курс по математика са разглеждани алгебрични изрази, релацията тъждествено равенство на алгебрични изрази и свойства на алгебричните операции, чрез които алгебричен израз се заменя с по-прост тъждествено равен алгебричен израз.

Аналози на тези понятия и свойства в съждителното смятане са понятията съждителен израз, релацията равносилност на съждителни изрази и законите на съждителното смятане, разкриващи свойствата на логическите операции, чрез които съждителен израз се заменя с по-прост равносилен израз.

1. Съждителни изрази. В предишния урок направихме уговорката с 1 да означаваме всяко вярно съждение, а с 0 - всяко невярно съждение. По-нататък 1 и 0 ще наричаме съждителни константи, а произволни съждения р, q, r,... - съждителни променливи. Съждителните променливи приемат само две стойности - 1 или 0.

От съждителните променливи и константи с помощта на логическите операции се образуват съждителни изрази. Примери: 
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Определение Всяка крайна съвкупност от съждителни променливи и константи, свързани в определен ред с логическите операции, се нарича съждителен израз. Всяка съждителна променлива и всяка съждителна константа е съждителен израз.

Да отбележим, че съждителните изрази не са съждения. Те изразяват логическата структура не на едно определено съждение, а на кое да е съждение от множеството съждения с различно съдържание, но обединени в една логическа структура. Например съждителният израз 
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 изразява логическата структура на следните съждения:

1) Ако числото а се дели на 2 и на 3, то а се дели на 6.

2) Ако 
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, то четириъгълникът 
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 е успоредник.

Само когато съждителните променливи се заменят с конкретни съждения, съждителният израз се превръща в съждение. При това логическата стойност на полученото съждение зависи само от логическата стойност на съжденията, с които са заменени съждителните променливи, но не и от техния смисъл.

Както в алгебрата говорим за числена стойност на алгебричен израз, така в съждителното смятане говорим за логическа стойност на съждителен израз Р - това е логическата стойност на съжденията, които се получават от съждителния израз, след като съждителните променливи се заместят с конкретни съждения, т.е., с техни конкретни логически стойности. Логическите стойности на съжденията се дават чрез вярностни таблици.

2. Ред на извършване на операциите
При алгебричните изрази съществува ред на изпълнение на операциите. Например, първо се извършва умножението и делението, а после събирането и изваждането.

При логическите изрази също е приет ред (приоритет) на операциите. Скобите в израза определят реда на изпълнение на операциите. За да се намали броят на скобите при записване на съждителни изрази се уговаряме за следния ред на извършване на операциите и означенията:

1) Няма да ограждаме в скоби израз или част от него, когато е под знака за отрицание, т.е. ще записваме 
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2) Знакът за конюнкция свързва по-силно от знаците за дизюнкция, импликация и еквиваленция, т.е. ще записваме:
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3) Знакът за дизюнкция свързва по-силно от знаците за импликация и еквиваленция, т.е. ще записваме:
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4) Знакът за импликация свързва по-силно от знака за еквиваленция, т.е. ще записваме 
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5) Няма да записваме външни скоби, т.е. скоби, които ограждат целия съждителен израз.

3. Равносилност
Определение. Съжденията р и q са равносилни, ако имат равни логически стойности. Вместо термина равносилност понякога се използват термините равнозначност или еквивалентност.
Ако р и q са равносилни, записваме 
[image: image59.wmf]p
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 (или 
[image: image60.wmf]p
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). 
Например съжденията р: "Числото 15 се дели на 5" и q: "София е столицата на България" са равносилни защото имат стойност 1 (истина).

Съжденията r: "Числото 4 е по-голямо от 9" и s: "Добрич е разположен на брега на Искър" са също равносилни, защото имат стойност 0 (лъжа). Но съжденията р и r, както и q и s, не са равносилни, защото имат различни логически стойности.

Определение. Съждителните изрази Р и Q са равносилни, ако имат равни логически стойности за всеки набор от логически стойности на съждителните променливи в тях.

Ако Р и Q са равносилни, записваме 
[image: image61.wmf]P
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 (или 
[image: image62.wmf]P
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). Понякога се употребяват и термините равнозначни, еквивалентни. 
Както при алгебричните изрази, така и при съждителните, ако един израз има сложна структура, можем да го заменим с по-прост израз, който е равносилен на дадения. При тази замяна е важно да се познават свойствата на логическите операции.

4. Закони на съждителното смятане
Ще бъдат приведени някои от по-важните закони на съждителното смятане, изразяващи свойствата на логическите операции.
1. Комутативни (разместителни)закони. За всеки две съждения р и q е вярно:

а) 
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б) 
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2. Асоциативни (съдружителни) закони. За всеки три съждения р, q и r е вярно:

а) 
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б) 
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3. Дистрибутивни (разпределителни) закони. За всеки три съждения р, q, r е вярно:

а) 
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б) 
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4. Закони за повторение. За всяко съждение р е изпълнено:

а) 
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б) 
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5. Закони с 1 и 0. За всяко съждение р е изпълнено:

а) 
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б) 
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в) 
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г) 
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6. Закон за противоречието. За всяко съждение р е изпълнено:
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7. Закон за изключеното трето. За всяко съждение р е вярно:
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8. Закон за двойното отрицание. За всяко съждение р е вярно:
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9. Закони на де Морган. За всеки две съждения р и q е вярно:

а) 
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б) 
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10. Закон за контрапозицията. За всеки р и q е изпълнено:
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11. Други закони на импликацията. За всеки р и q е вярно:

а) 
[image: image81.wmf]p
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б) 
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Всички закони могат да се обосноват чрез вярностни таблици. Друг начин за доказване е да се преобразува единият съждителен израз, като го заменяме с равносилни изрази, докато се получи другият израз. 
Пример1: Да се докаже законът 
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Построява се вярностна таблица за изразите при всички възможни набори от логически стойности на съждителните променливи:
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Сравняват се логическите стойности на изразите от лявата страна и дясната страна на релацията за равносилност (в таблицата са показани с удебелен шрифт). 
Пример2: Да се докаже законът 
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5. Принцип на дуалността
На пръв поглед законите на съждителното смятане са твърде много и тяхното запомняне е трудна задача. На практика броят на законите, които трябва да се помнят, може да се намали почти наполовина, ако се използва т. нар. принцип за дуалност.
Принцип за дуалност: ако в два равносилни съждителни израза, които съдържат само операциите отрицание, конюнкция и дизюнкция, навсякъде заменим конюнкция с дизюнкция, дизюнкция с конюнкция, 0 с 1 и 1 с 0, то новополучените съждителни изрази са също равносилни.

Някои от свойствата на логическите операции имат за аналози свойства на операциите с числа. Ако конюнкцията заменим с умножение, дизюнкцията - със събиране, а р, q и r - с числата 
[image: image95.wmf]a
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, то комутативните, асоциативните и част от дистрибутивните закони и законите с 0 и 1 (1., 2., 3.а и 5,а,б,в) се превръщат в съответните свойства на операциите събиране и умножение.

Задачи за самостоятелна работа:
1. Да се докажат чрез таблици на вярност комутативните, асоциативните, дистрибутивните и законите на де Морган.

2. Да се докажат чрез изучените закони следните равносилности:
а) закон за слепване: 
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б) закон за поглъщане: 
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в) закон за съкращаване: 
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Тема 3. Преобразувания на съждителни формули
Защо е необходимо да се преобразуват съждителните формули? От една страна, един опростен израз дава възможност за по-лесно изследване влиянието на отделните променливи. От друга, при реализация на логическата функция с електронни логически елементи, схемите значително се опростяват: по-малък брой елементи и връзки между тях. По този начин се намалява цената на устройството, повишава се неговата компактност, бързодействие (сигналът минава през по-малък брой елементи), спестява се енергия при работа на устройството и др.

Ако един съждителен израз има сложна структура, можем да го заменим с по-прост израз, който е равносилен на дадения, като използваме законите на съждителното смятане. Освен това при опростяване често се използват и долупосочените следствия от основните закони.
1. Следствия от законите на съждителното смятане
1) Закон за слепване 
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Доказателство: 
Използва се дистрибутивният закон, законът за изключеното трето и законът за конюнкция с 1: 
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Използва се дистрибутивният закон, законът за противоречието и законът за дизюнкция с 0: 
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Забележете действието на принципа на дуалността, както при двете формулировки на закона, така и при доказателствата!
2) Закон за поглъщане 
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Доказателство: 
Използва се законът за конюнкция с 1 (a=a.1), дистрибутивният закон, законът за дизюнкция с 1 и законът за конюнкция с 1 (в обратния му вид a.1=a):
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Използва се законът за дизюнкция с 0 (
[image: image110.wmf]0
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), дистрибутивният закон, законът за конюнкция с 0 и законът за дизюнкция с 0:
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3) Закон за съкращаване 
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Доказателство:
Използва се дистрибутивният закон, законът за изключеното трето и законът за конюнкция с 1: 
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Използва се дистрибутивният закон, законът за противоречието и законът за дизюнкция с 0: 
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2. Методи за опростяване на съждителни изрази

1. Използване на закона за повторението 
[image: image116.wmf]b

b

b

a

b

a

Ú

Ú

Ú

Ú

=

Ú

...

или a.b=a.b.b.b…..b за изкуствено добавяне на нови членове с цел групиране със съществуващите и използване на разпределителния закон. 
2. Използване на законите за противоречието: 
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 и за изключеното трето: 
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3. Използване на законите с 0 и 1.
4. Използване на следствията:  закон за слепване, закон за поглъщане и закон за съкращаване.
5. Използване на останалите закони.
Пример1: Да се опрости 
[image: image119.wmf]c
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Използва се законът за повторението, за да се добавят два члена a.b.c:
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Използва се разместителният закон, за да се групират променливите:
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Използва се разместителният и съдружителният закон, за да се групират променливите във вида на закона за слепване:
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Използва се законът за слепване за всяка група изрази в скобите:
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Пример2: Да се опрости 
[image: image124.wmf]c
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Добавя се b, като се използва законът за повторението и се извършва групиране, като се използват разместителният и съдружителният закон
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Използва се законът за съкращаване, приложен към всяка група в скобите:

[image: image126.wmf]=

Ú

Ú

Ú

Ú

Ú

Ú

Ú

=

)

(

)

(

)

(

)

(

a

c

c

b

a

b

b

a


Използват се разместителният закон и законът за повторението:
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Задачи за самостоятелна работа:
1.Да се опрости изразът: 
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c

b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ú

Ú

Ú

Ú

Ú


Тема 4. Методи за минимизиране
В предишните уроци бяха разгледани понятието логическа функция, логическите функции на една и две променливи, законите на съждителното смятане и някои начини за преобразуване на съждителни формули.
Запознахме се с понятието набор от променливи - всяко съчетание от конкретни стойности на всички променливи на дадена функция.

Бяха разгледани някои методи за представяне на логически функции. 

Тъй като методите за минимизиране са обвързани с конкретни методи за задаване на логическите функции, по-долу ще бъде направена систематизация на тези методи.
1. Методи за задаване на логически функции

1.1. Словесен (описателен) – в разказвателна форма се описва за кои входни набори функцията има стойност 1 и за кои входни набори – 0. Например, логическата функция F е функция на три променливи и има стойност 1 за онези набори, в които нечетен брой променливи имат стойност 0, а за всички останали набори – стойност 0.
1.2 Числов – функцията се задава във вид на числа (десетични, осмични или шестнадесетични), които показват номерата на наборите от аргументи, за които функцията приема стойност 1. Например, условието, че функцията F (x1, x2, x3) = 1 за набори 1,3,5,6,7 се записва като F (1, 3, 5, 6, 7) = 1. За функцията от фиг.1 числовото представяне е F (0, 3, 5, 6) =1.
1.3 Табличен – в таблица (нар. още вярностна таблица) се нанасят последователно наборите на променливите и срещу всеки набор се записва стойността на логическата функция на този набор. 
	N
	Набори
	Функция

	
	x1
	x2
	x3
	F(x1,x2,x3)

	0
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0

	2
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	1
	1
	1

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	1

	6
	1
	1
	0
	1

	7
	1
	1
	1
	0


Фиг.1 Таблично представяне

1.4 Аналитичен – функцията се изразява чрез основните логически операции.
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1.5 Линейно предаване – по отсечка се записват номерата на наборите и чрез диаграмата се показва изменението (фиг.2). На показаната диаграма за набори 0 и 3 функцията има стойност 1, а за 1, 2 и 4 – стойност 0.
[image: image130.png]



Фиг.2 Диаграма на линейно предаване
1.6 Графичен – Използва се квадрат или правоъгълник, разделен на 2n, квадратчета, всяко от които съответства на точно определен входен набор. Така получената фигура се нарича карта на Вейч. В квадратчетата, съответстващи на наборите, при които функцията има стойност 1, се записва 1, а в останалите квадратчета - 0. На фиг.3 е показана конфигурацията на картите на Вейч за 1, 2, 3 и 4 променливи. 
Когато променливата е 1, картата на Вейч се състои от две квадратчета (фиг. 3 а). Приемаме, че лявото съответства на стойност на променливата 1 (или това е x), а дясното – на стойност на променливата 0 (или това е 
[image: image131.wmf]x

). В лявото се записва 1, когато функцията има стойност 1 при стойност на променливата 1, а в дясното се записва 1, ако функцията има стойност 1 при стойност на променливата 0. На фиг. 3а е показан пример за функцията отрицание (Not X).
Когато променливите са 2, картата на Вейч се състои от четири квадратчета (фиг. 3 б). Приемаме, че лявата колона съответства на стойност 1 на променливата  x1, а дясната – на стойност 0 на променливата x1 (или това е 
[image: image132.wmf]1

x

). Приемаме, също че горният ред съответства на стойност 1 на променливата  x2, а долният – на стойност 0 на променливата x2 (или това е 
[image: image133.wmf]2

x

). 
Тогава се записва 1:

· в горния ляв квадрат, когато F=1 при x1=1, x2=1 (x1.x2);
· в горния десен квадрат, когато F=1 при x1=0, x2=1(
[image: image134.wmf]2
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);
· в долния ляв квадрат, когато F=1 при x1=1, x2=0 (
[image: image135.wmf]2

.

1

x
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);
· в долния десен квадрат, когато F=1 при x1=0, x2=0 (
[image: image136.wmf]2
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);
Когато променливите са 3, картата на Вейч се състои от 8 квадратчета (фиг. 3 в). Приемаме, че първа и втора колона съответстват на стойност 1 на променливата  x1, а трета и четвърта – на стойност 0 на променливата x1 (или това е 
[image: image137.wmf]1

x

). Горният ред съответства на стойност 1 на променливата  x2, а долният – на стойност 0 на променливата x2 (или това е 
[image: image138.wmf]2

x

). Средните две колони съответстват на стойност 1 на променливата  x3, а крайните колони – на стойност 0 на променливата  x3 (или това е 
[image: image139.wmf]3

x

).
При четири променливи двата реда се разделят по на 2, така че се образуват 16 квадратчета (фиг. 3 г). В средните два реда x4 e 1, а в крайните два реда x4 e 0 (или това е 
[image: image140.wmf]4

x

).
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б) 2 променливи
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в) 3 променливи
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г) 4 променливи
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	фиг. 3 Конфигурация на картите на Вейч за 1, 2, 3 и 4 променливи. 


На фиг.4 e показана картата на Вейч за функцията от фиг.1.  
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	фиг. 4 Карта на Вейч за функцията от фиг.1



1.7 Координатен – Функцията се представя като координатна карта на състоянията, която често се нарича карта на Карно. Такава карта съдържа 2n клетки – колкото е броят на възможните набори от променливите. Променливите се разбиват на две групи. Едната група определя координатите на колоната, а другата –координатите на реда. В клетката на картата на Карно се поставя стойността на функцията за дадения набор. Променливите в редовете и колоните се разполагат така, че съседните клетки на картата да се различават само с един разряд на променливите, т.е. да са съседни (фиг. 5).
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фиг. 5 Карта на Карно

1.8 Геометричен – Функцията се  задава във вид на N-мерен единичен куб, върховете на който съответстват на наборите от аргументите на функцията. Кубът се нарича единичен, защото всяко ребро съединява върхове, чиито набори се различават само по една променлива, т.е. те са съседни.
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а) функция на две променливи
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б) функция на три променливи

	фиг. 6 Геометрично представяне като N-мерен единичен куб



2. Аналитично представяне на булевите функции

Всяка логическа функция може да бъде записана в аналитична форма по два начина:

А) съвършена нормална дезюнктивна форма – СНДФ – развитие на функцията по единиците.

Б) съвършена нормална конюнктивна форма – СНКФ - развитие на функцията по нулите.

Ще разгледаме основните понятия и определения, използвани при аналитичното представяне на булевите функции.
Елементарно произведение (елементарна конюнкция) – произведение (конюнкция) от произволен брой променливи на булевата функция, взети с отрицание или без отрицание. Пример: x1.x2.x3,   [image: image202.png]


1.x3.
Дизюнктивна нормална форма (ДНФ) - дизюнкция от елементарни произведения. Терминът "нормална" означава, че в дадения израз липсват групови отрицания, т.е. отрицания над няколко променливи едновременно.

Пример за ДНФ:   F = x1.x2.x3 v [image: image203.png]


1.x3. 

Минтерм (конституента 1) - произведение от всички променливи, взети с отрицание или без, съответстващо на наборите, за които функцията получава стойност 1. Минтермът може да се нарече пълна елементарна конюнкция.

Съвършена дизюнктивна нормална форма (СДНФ)– дизюнкция от всички минтерми на булевата функция.

Елементарна сума (елементарна дизюнкция) – дизюнкция от от произволен брой променливи на булевата функция, взети с отрицание или без отрицание. Пример: ( x1 v x2 v x3 ),   ( [image: image204.png]


1 v x3 )
Конюнктивна нормална форма (КНФ) - конюнкция от елементарни суми.

Пример за КНФ:   f = ( x1 v x2 v x3 )· ( [image: image205.png]


1 v x3 ). 

Макстерм (конституента 0) – сума от всички променливи, взети с отрицание или без, съответстващи на двоичните набори, при които функцията получава стойност 0. Макстермът може да се нарече пълна елементарна дизюнкция.

Съвършена КНФ (СКНФ) е КНФ, съдържаща всички пълни елементарни дизюнкции на дадена булева функция, в която няма еднакви елементарни дизюнкции и всяка от тях съдържа всички променливи на дадената булева функция, при което всяка променлива участва само веднъж (с отрицание или без отрицание). С други думи СКНФ е конюнкция от всички макстерми на булевата функция. 
3. Преход от таблично към аналитично представяне на булевите функции

3.1 За получаване на СДНФ на основата на таблицата за вярност е необходимо:
1. Всеки от входните набори, за които булевата функция получава стойност 1 да се представи във вид на елементарно произведение (конюнкция), при което ако променливата е равна на 0, то тя влиза в конюнкцията с отрицание, а ако е 1 – без отрицание.

2. Получените елементарни конюнкции се обединяват със знаци за дизюнкция

3.2 За получаване на СКНФ на основата на таблицата за вярност е необходимо:

1. Всеки от входните набори, за които булевата функция получава стойност 0 да се представи във вид на елементарна дизюнкция, при което ако променливата е равна на 1, то тя влиза в конюнкцията с отрицание, а ако е 0 – без отрицание.

2. Получените елементарни дизюнкции се обединяват със знаци за конюнкция
Пример. Нека в някакъв завод има три машини и два източника на енергия.

Първият източник може да захрани кои да са две машини, а вторият само една от тях. Да означим съответно с А, В и С съжденията: „Първата машина работи", „Вто​рата машина работи", „Третата машина работи". Задачата е да построим съждителни формули от тези три съждения за сложните условия:

F-необходимо е пускането на мощния източник,

G - необходимо е пускането на слабия източник.

Съставяме таблица за булевите функции F и G (фиг. 7). Функциите F и G да отразяват следните условия:

а)
 включеният източник или източници да осигурят достатъчно енергия за работещите машини;

б) да няма излишно включени източници.

Например, ако е пусната само третата машина C, достатъчен е слабият източник G. Ако са пуснати машини B и C, необходим е мощният източник F.

	А 
	В 
	С 
	F
	G 

	0 
	0 
	0 
	0 
	0 

	0 
	0 
	1 
	0 
	1 

	0 
	1 
	0 
	0 
	1 

	0 
	1 
	1 
	1 
	0 

	1 
	0 
	0 
	0 
	1 

	1 
	0 
	1 
	1 
	0 

	1 
	1 
	0 
	1 
	0 

	1 
	1 
	1 
	1 
	1 


Фиг. 7
Описаната процедура за получаване на СДНФ дава следните две съждителни формули за булевите функции F и G:
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Аналитичните формули могат да се опростят (минимизират) чрез методите, показани в Тема 3, но при по-сложни изрази това изисква значителен опит и известна интуиция.
За алгоритмизиране на минимизирането на функциите са разработени редица методи, сред които могат да се посочат: метод на Куайн и неговата модификация – метод на Куайн-МакКласки, диаграми на Вейч, диаграми на Карно и др. По-долу ще бъде разгледан методът чрез диаграми на Вейч.
4. Минимизиране на логически функции чрез диаграми на Вейч.
Методът за минимизиране чрез диаграми на Вейч се състои в следното:
1. Построява се картата (диаграмата) на Вейч за зададената логическа функция.

2. Определят се областите на слепване. При това една клетка от картата може да участва в повече от една област.

3. За всяка област се определя елементарната конюнкция, която се получава след прилагане на слепването.
4. Построява се дизюнкция от получените конюнкции.

Методът ще бъде демонстриран на базата на конкретен пример.

Пример 1: Да се минимизира чрез използване на диаграма на Вейч функцията, зададена в таблицата:
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	A
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0.
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	B
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	C
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	D
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0


Решение:

1. Построява се картата на Вейч, като в клетките на наборите променливи, за които стойността на функцията е 1 се записват единици, а в останалите клетки – нули (фиг .8). Ако променливата участва в набора със стойност 1, тя се представя в картата на Вейч без отрицание. Ако променливата участва в набора със стойност 0, тя се представя в картата на Вейч с отрицание. Например, първият набор отляво надясно, за който F=1 е A=0, B=0, C=0, D=1,  което се представя в картата като 
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	фиг. 8. Карта на Вейч за функцията от Пример 1


Аналитичният вид на функцията в СДНФ е: 
F = 
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2. Определят се областите на слепване за клетките, в които има 1.
При определяне на областите се вземат предвид следните съображения:

1) В една група могат да участват две съседни клетки, разположени в един ред или една колона (но не и по диагонал) (фиг. 9а).

2) В една група могат да участват клетките от цял ред или цяла колона (фиг. 9 б, в).
3) В една група могат да участват клетките от два съседни реда или две съседни колони (фиг. 9 г).
4) В една група могат да участват 4 съседни клетки, образуващи квадрат (фиг. 9 д).
5) В една група могат да участват клетки, разположени симетрично спрямо хоризонталната или вертикална ос на симетрия на картата (фиг. 9 е,ж).
6) Една клетка с 1 от картата може да участва в повече от една област (поради закона за повторението).

7) Всички клетки с 1 трябва да се обхванат в групи. Ако някоя клетка не може да се обедини с други, то тя образува самостоятелна област (т.е. не се опростява)

8) Възможни са няколко варианта за образуване на области, следователно са възможни няколко решения на задачата за минимизиране.
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	фиг. 9 Правила за  определяне на областите на слепване


Един от възможните варианти на области е показан на фиг. 10
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фиг. 10 Определяне на областите на слепване
3. За всяка област се определя елементарната конюнкция, която се получава след прилагане на слепването.
При определяне на елементарната конюнкция се използва законът на слепването: 
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На практика това се извършва, като от променливите, участващи в областта, се изключват променливите, които участват едновременно с отрицание и без отрицание.
Например в област І участват едновременно 
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 и затова D ще бъде изключено.

област І - 
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[image: image249.wmf]D

C

B

.

.


област ІІІ -
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област ІV -
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област V - 
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4. Построява се дизюнкция от получените конюнкции.
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Забележка: Ако броят на стойностите 1 на функцията е по-голям от половината от броя  на всички стойности, по-удобно е да се построи карта на Вейч за отрицанието на функцията 
[image: image254.wmf]F

и след като се намери минималната форма на 
[image: image255.wmf]F

да се построи отрицанието на  
[image: image256.wmf]F

, което всъщност представлява F (закон за двойното отрицание: 
[image: image257.wmf]F
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Задачи за самостоятелна работа:
1. Да се минимизира чрез използване на диаграма на Вейч функцията, зададена в таблицата:

	А
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	В
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	С
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1


2. Да се минимизира чрез използване на диаграма на Вейч функцията, зададена в таблицата:

	A
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	B
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	C
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	D
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0


3. Да се минимизира чрез използване на диаграма на Вейч функцията, зададена в таблицата:

	A
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	B
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	C
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	D
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1


4. Да се минимизира чрез използване на диаграма на Вейч функцията, зададена в таблицата:

	A
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	B
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	C
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	D
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


Упътване: Използвайте, че броят на стойностите 1 на функцията е по-голям от половината от броя  на всички стойности и постройте карта на Вейч за отрицанието на функцията 
[image: image258.wmf]F

(т.е. за нулите на F). Накрая, постройте отрицанието на 
[image: image259.wmf]F

, което ви дава F.

Тема 5. Логически схеми И, ИЛИ, НЕ. Реализация и приложение на И, ИЛИ, НЕ логически схеми.
Съвременните компютри са електронни устройства, тъй като основните им функции се реализират от микрочипове, обединяващи хиляди електронни градивни елементи с две устойчиви състояния. Затова в тях се използува двоичната бройна система, като двоичните цифри 0 и 1 се представят чрез различни физически величини – напрежение, ток, магнитна индукция и др.
Основният градивен физически елемент, от който са направени съвременните микрочипове е транзисторът. Транзисторите, работещи в т.н. “ключов режим”, представят както цифрите 0 и 1, така и твърденията “истина” и “лъжа”, което позволява на компютрите да работят с булевата алгебра. Транзисторите освен това се използват и за многократно усилване на електрическите сигнали. 

За реализация на основните логически функции транзисторите се свързват в определени схеми, в които участват и такива градивни елементи като резистори, кондензатори и др. Принципът на действие на тези схеми излиза извън рамките на изучавания учебен предмет, но любознателните могат ползват като допълнителна литература учебниците по Цифрова схемотехника за професионалните училища.
Тук ще бъдат разгледани само условните графични означения на логическите елементи по БДС и начинът за преминаване от аналитично представяне на логическите функции към логически схеми. Логическите елементи се разглеждат като „черна кутия”, която има входове (променливите) и изход (функцията), без да се интересуваме от физическите процеси, протичащи вътре.
1. Основни логически функции

Основни логически функции са тези функции, с помощта на които може да се реализира произволна логическа функция.

1.1. Отрицание (НЕ)

Логическата функция НЕ винаги приема обратната стойност на входната променлива. Тази функция се нарича още отрицателна или инверсия и се означава по следния начин: [image: image260.png]



Таблицата на истинност (верностна таблица) на логическата функция НЕ и означението на логическия елемент, с който се реализира функцията са показани на фиг.1:

	X

	F(x)


	0

	1


	1

	0



	а) таблица на истинност
	[image: image261.png]



б) съвременно означение
	 
	[image: image262.png]




	
	
	в) остаряло означение 

	фиг. 1 Логическа функция инверсия (НЕ)


Означението представлява правоъгълник, в левия край на който е входния параметър (променлива), а в десния край е изходната стойност. Кръгчето на изхода показва, че има отрицание.








   
1.2 Логическо сумиране (дизюнкция, ИЛИ)

Логическата функция ИЛИ има стойност 0, когато всички входни променливи имат стойност 0 и стойност 1, когато поне една входна променлива има стойност 1. Логическата функция ИЛИ се нарича още логическо сумиране или дизюнкция и се означава по следния начин:

F(X1,X2) = X1vX2 или F(X1,X2) = X1+X2

Условното графично изображение на схема ИЛИ е правоъгълник със знак „1” в горния десен ъгъл.
Таблицата на истинност на логическата функция ИЛИ на две променливи и означението на логическия елемент, реализиращ функцията, са показани на фиг.2 :









	X1

	X2

	F(X1,X2)


	0

	0

	0


	0

	1

	1


	1

	0

	1


	1

	1

	1



	а) таблица на истинност
	[image: image263.png]x1

X2




б) съвременно означение
	[image: image264.png]



в) остаряло означение

	1


Ако броят на променливите е повече от 2, в левия край се изобразяват съответния брой входове. Например, ако се реализира дизюнкция на три променливи, в левия край има три входа.

1.3. Логическо умножение (конюнкция, И)

Логическата функция И има стойност 1, когато всички входни променливи имат стойност 1 и стойност 0, когато поне една от входните променливи има стойност 0.

Означава се по следния начин:
F(X1, X2) = X1ЛX2 или F(X1, X2) = X1.X2

Условното графично изображение на схема И е правоъгълник със знак „амперсанд” (&) в горния десен ъгъл.
Таблицата на истинност на логическата функция И на две променливи и означението на логическия елемент, реализиращ функцията, са показани на фиг.3:

	X1

	X2

	F(X1,X2)


	0

	0

	0


	0

	1

	0

	1

	0

	0

	1

	1

	1



	а) таблица на истинност
	[image: image265.png]x1

X2





б) съвременно означение
	[image: image266.png]



в) остаряло означение

	фиг. 3 Логическа функция конюнкция (И)


Ако броят на променливите е повече от 2, в левия край се изобразяват съответния брой входове. Например, ако се реализира конюнкция на три променливи, в левия край има три входа.
1.4. Логическа функция NAND (И-НЕ)
Логическа функция, която има стойност 0, когато всички входни променливи имат стойност 1 и стойност 1, когато поне една от входните променливи има стойност 0.

Логическа функция NAND е инверсна на функцията логическо произведение (И) и се означава по следния начин:

                               [image: image267.png]F(X1, X2) = XIAX2 uan FX1, X2]





Таблицата на истинност на логическата функция NAND на две променливи и означението на логическия елемент, реализиращ функцията, са показани на фиг. 4:
	X1

	X2

	F(X1,X2)


	0

	0

	1

	0

	1

	1

	1

	0

	1

	1

	1

	0


	а) таблица на истинност
	[image: image268.png]X1

%3





б) съвременно означение
	[image: image269.png]X1

X2





в) остаряло означение

	фиг. 4 Логическа функция конюнкция NAND (И-НЕ)


Кръгчето на изхода показва, че има отрицание.

1.5 Логическа функция NOR (ИЛИ -НЕ)

Логическа функция, която има стойност 1, когато всички входни променливи имат стойност 0 и стойност 0, когато поне една от входните променливи има стойност 1.

Логическата функция NOR е инверсна на функцията логическо сумиране (ИЛИ) и се означава по следния начин:

                                          [image: image270.png]F(X1, X2) = XIVX2 uan F[X1, X2}




Таблицата на истинност на логическата функция NOR на две променливи и означението на логическия елемент, реализиращ функцията, , са показани на фиг.5:

	X1

	X2

	F(X1,X2)


	0

	0

	1

	0

	1

	0

	1

	0

	0

	1

	1

	0


	а) таблица на истинност
	[image: image271.png]x1
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б) съвременно означение
	[image: image272.png]



в) остаряло означение

	фиг. 5 Логическа функция NOR (ИЛИ-НЕ)


2. Представяне на логически функции чрез логически схеми И, ИЛИ, НЕ

Ако една логическа функция е представена аналитично в дизюнктивна нормална форма, то тя може да се представи чрез логически схеми И, ИЛИ, НЕ
по следния начин:

1. Създават се толкова входа, колкото са променливите (аргументите) на логическата функция

2. От всеки вход чрез схема НЕ се получава отрицанието на съответната променлива.
3. Всяка елементарна конюнкция се представя чрез схема И, в която входовете са съответните входове на променливите. Ако някоя променлива участва в конюнкцията с отрицание, то като вход на схемата И участва изходът от схемата НЕ на съответната променлива

4. Изходите от всички схеми И се подават като входове на схема ИЛИ.
5. Изходът от схемата ИЛИ е желаната логическа функция.

За да се намали броят на елементите и връзките между тях, необходимо е предварително да се извърши минимизиране на функцията.

Пример: За минимизираната функция от примера в тема 4 да се състави логическа схема чрез използване на схеми И, ИЛИ, НЕ 
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Решение:

Създават се входове A, B, C, D (фиг. 6). Чрез схеми НЕ се получават обратните стойности на A, B, C, D. 
За конюнкцията 
[image: image274.wmf]C
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 се изобразява логическа схема И (правоъгълник с &), чиито входове са свързани към A, схемата НЕ на входа B и схемата НЕ на входа C. По аналогичен начин се изобразяват и останалите елементарни конюнкции (на схемата са изобразени отгоре надолу, в същия ред като аналитичния израз). Конюнкцията 
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 има 4 входа.
Изходите от всички схеми И се подават като входове на схема ИЛИ (правоъгълник с 1).

Изходът от схемата ИЛИ е функцията F.
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фиг. 6. Логическа схема на функцията 
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Чрез схемите И, ИЛИ, НЕ може да се представи произволна логическа функция, тъй като те образуват базис (вж. тема 1). В практиката често се ползват и логическите схеми NAND и NOR.

Задачи за самостоятелна работа:

1. Да се съставят логически схеми чрез използване на схеми И, ИЛИ, НЕ за логическите функции:

а) 
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б) 
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в) 
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2. Дадена е логическа функция, представена в следната таблица:

	A
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	B
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	C
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	D
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0


а) Да се минимизира функцията;

б) Да се състави за минимизираната функция логическа схема чрез използване на елементи НЕ, И, ИЛИ 
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